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上世纪80年代中叶，2+ 1维时空中的引力理论受到物理学家的重视，主要是由于两个方向的工作：

Diser，Jackiw和 ’t Hooft系统研究了点源的动力学行为[3]，展示了该理论作为量子引力玩具模型的一些

有趣性质；Witten发现2+ 1维引力可以表示成Chern-Simons形式[6]，揭示了它与拓朴场论、三维流形

以及量子群等领域的联系。

选取闵氏空间的度规 (−,+,+)，则2 + 1维时空的Einstein-Hilbert作用量为

I =
1

16πG

∫
M

d3x
√
−g(R− 2Λ) + Im (1)

其中Λ为宇宙学常数，Im为质量项。对度规变分得到场方程

Rµν − 1

2
gµνR+ Λgµν = 8πGTµν (2)

考虑Λ = 0的真空解，我们有Rµν = 0。由于三维时空中的曲率张量可以写为[5]

Rµνρσ = gµρRνσ − gµσRνρ − gνρRµσ + gνσRµρ −
1

2
(gµρgνσ − gµσgνρ)R (3)

所以，Rµν = 0给出曲率张量为零，即时空是平直的。在D维时空中，引力子的极化自由度为

1

2
(D − 2)(D − 1)− 1 (4)

当D = 3时极化自由度为零，这表明2 + 1维时空中不存在引力波。如果取弱场近似 gµν = ηµν + hµν，

则Einstein场方程(2)为
�2h̄µν = 16πGTµν , h̄µν = hµν − 1

2
ηµνh (5)

其中我们取了谐和坐标条件∂µh̄
µ
ν = 0。对于Newton极限T00 = −ρ，我们有

h̄00 = −4Φ, ∇2Φ = 4πGρ (6)

其中Φ为Newton引力势。此时，测地线方程即为

d2xi

dt2 − 1

2
∂ih00 = 0 ⇒ d2xi

dt2 = 0 (7)

所以，在2 + 1维引力理论的Newton极限下，静止的点质量之间没有力的作用。
如果时空M同构于R× Σ，则我们可以把度规进行Arnowitt-Deser-Misner分解[2]

ds2 = −N2dt2 + gij(dxi +N idt)(dxj +N jdt) (8)

记Σ的曲率为Kij，协变导数为
(2)∇，不难算出

Kij =
1

2N

(
ġij − (2)∇iNj − (2)∇jNi

)
(9)

于是，Einstein-Hilbert作用量(1)可以表示成如下形式

I =

∫
dt

∫
Σ

d2xN
√

(2)g
[
(2)R− 2Λ +KijK

ij −K2
]

(10)
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引入共轭动量πij =
√

(2)g
(
Kij − gijK

)
，代入上面的方程得到

I =

∫
dt

∫
Σ

d2x
(
πij ġij −NH−NiHi

)
(11)

其中H称为Hamilton约束，Hi称为动量约束，分别表示为

H =
1√
(2)g

(
πijπ

ij − π2
)
−

√
(2)g

(
(2)R− 2Λ

)
, Hi = −2(2)∇jπ

ij (12)

上述结果与3 + 1维的ADM分解非常类似。考虑静态非球对称真空解的一般形式

ds2 = −N(r)2dt2 + f(r)2dr2 + r2
(
dφ+Nφ(r)dt

)2 (13)

可以看到空间度规 gij仅有对角分量，可计算得到√
(2)g(2)R =

2f ′

f2
, Krφ =

r2

2N
(Nφ)′ (14)

进一步，约束方程Hi = 0和H = 0分别给出

r3

2Nf
(Nφ)′ = A,

1

f2
− A2

r2
= B2 (15)

其中A和B都为积分常数。将度规(13)代入到(10)，对 f变分给出场方程

N ′

f2
+A2Nr = 0 ⇒ N = f−1 (16)

综合(15)和(16)并取适当的约定，我们最终得到

ds2 = −
(
B2 +

A2

r2

)
dt2 +

(
B2 +

A2

r2

)−1

dr2 + r2
(

dφ+
A2

r2
dt
)2

(17)

如果含负的宇宙学常数Λ = −1/`2，则2 + 1维黑洞表示为Bañados-Teitelboim-Zanelli度规[1]

ds2 = −
(
−M +

r2

`2
+

J2

4r2

)
dt2 +

(
−M +

r2

`2
+

J2

4r2

)−1

dr2 + r2
(

dφ− J

2r2
dt
)2

(18)

如果M > 0并且 |J | 6 M`，则我们有黑洞视界

r2± =
1

2
M`2

(
1±

√
1− a2

)
, a = J/M` (19)

对于Λ > 0的情形，Ida证明了附加有主能量条件的Einstein场方程(2)无黑洞解[4]。

记Jab, P a分别为2 + 1维时空Lorentz变换和平移变换的生成元，满足Lie群 ISO(2, 1)的对易关系

[Ja, Jb] = εabcJ
c, [Ja, Pb] = εabcP

c, [Pa, Pb] = 0 (20)

其中Ja = 1
2εabcJ

bc。引入规范场Aµ = eaµPa + ωa
µJa，Witten类比于 3 + 1维的Palatini作用量证明了

2 + 1维真空场作用量可以写成Chern-Simons形式[6]

ICS =

∫
M

ελµν
[
eλa

(
∂µω

a
ν − ∂νω

a
µ

)
+ εabce

a
λω

b
µω

c
ν

]
(21)

推广到Λ 6= 0，还有附加项 1
3Λε

λµνεabce
a
λe

b
µe

c
ν。可验证(21)在如下变换下不变

δeaµ = ∂µρ
a + εabceµbτc + εabcωµbρc, δωa

µ = ∂µτ
a + εabcωµbτc (22)

其中ρa和 τa为无穷小参数。对作用量(21)变分，即可给出 eaµ和ωa
µ的约束方程

εµν
[
∂µe

a
ν − ∂νe

a
µ + εabc(ωµbeνc − ωνbeµc)

]
= 0, εµν

(
∂µω

a
ν − ∂νω

a
µ + εabcωµbωνc

)
= 0 (23)

在正则量子化中，eaµ与ωa
µ是共轭变量，上式作用于波函数即给出一阶形式的Wheeler-DeWitt方程[2]。
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