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简介

轴矢流反常

反常：拉氏密度的对称性与重整化不相容

轴矢流：jµ5a = ψ̄γµγ5τ aψ

π0 → 2γ衰变，Adler-Bell-Jackiw反常方程
不能通过选取特定的正规化方案来消除反常

I Pauli-Villars正规化：引入的重质量费米子破坏手征对称性
I 维数正规化：γ5的定义不能直接推广到任意维数空间

轴矢流反常只出现在含奇数个γ5作用顶点的单圈图中

线性发散的积分在作动量平移变换后会给出一个有限项

反常流与规范场耦合会破坏Slavnov-Taylor恒等式
在Fujikawa的方法中，反常由泛函积分测度的改变所导致
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泛函积分

积分测度

记Dµ = ∂µ − igAa
µ(x)ta，考虑费米子场的泛函积分

Z[A] =
∫

DψDψ̄ exp
(
i
∫

d4x ψ̄(i /D− m)ψ
)

(1)

设无穷小参数 θ(x) = θa(x)τ a，取如下定域规范变换

ψ(x) → ψ′(x) = U(x)ψ(x), ψ̄(x) → ψ̄′(x) = ψ̄(x)γ0U†(x)γ0 (2)

则泛函积分Z[A]的测度变为

Dψ′Dψ̄′ = [detU(x) det(γ0U†(x)γ0)δ(4)(x− y)]−1DψDψ̄ (3)

对于U(x) = eiθ(x)，我们有Dψ′Dψ̄′ = DψDψ̄。
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泛函积分

正规子

对于U(x) = e−iθ(x)γ5
，可以得到

Dψ′Dψ̄′ = [detU(x)δ(4)(x− y)]−2DψDψ̄

= exp
[
i
∫

d4x θa(x)Aa(x)
]
DψDψ̄

(4)

其中Aa(x) = 2 tr(τ aγ5)δ(4)(x− y)|y=x。

作规范不变的正规化使得

Aa(x) = lim
M→∞

2 tr
[
τ aγ5f(− /D2

x/M2)δ(4)(x− y)
]∣∣
y=x (5)

其中正规子 f(s)为任意光滑函数，满足边界条件

f(0) = 1, f(∞) = 0, lim
s→0

sf ′(s) = 0, lim
s→∞

sf ′(s) = 0 (6)
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泛函积分

利用 δ-函数的Fourier表示，我们可以计算

Aa(x) = 2

∫
d4k
(2π)4

tr
[
τ aγ5f(− /D2

x/M2)eik·(x−y)]∣∣
y=x

= 2M4

∫
d4k
(2π)4

tr
[
τ aγ5f

(
−(i/k + /Dx/M)2

)] (7)

将 f(s)在 s = k2处展开，保留M → ∞时的非零项即给出

Aa(x) =
∫

d4k
(2π)4

f ′′(k2) tr(τ aγ5 /D4
x) (8)

其中我们需要用到矩阵Kronecker积的以下性质

tr(τ atb · · · tcγµ · · · γν) = tr(τ atb · · · tc) tr(γµ · · · γν) (9)
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泛函积分

作Wick转动并利用 f(s)的边界条件，我们有∫
d4k f ′′(k2) = i

∫ ∞

0
2π2κ3f ′′(κ2) dκ = iπ2

∫ ∞

0
sf ′′(s) ds = iπ2 (10)

利用Dirac算子 /D的以下恒等式

/D2
x =

1

4
{Dµ

x ,Dν
x }{γµ, γν}+

1

4
[Dµ

x ,Dν
x ][γµ, γν ]

= −D2
x −

i
4
gFb

µν tb[γµ, γν ]
(11)

代入到Aa(x)的表达式，我们给出

Aa(x) = − g2

16π2
εµνρσFb

µνFc
ρσ tr(τ

atbtc) (12)
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泛函积分

轴矢流的散度方程

拉氏密度L = ψ̄(i /D− m)ψ的改变量为

δL = ∂µθ
aψ̄γµγ5τ aψ + 2imθaψ̄γ5τ aψ (13)

代入到泛函积分Z[A]，我们可以得到

δZ[A] = i
∫

DψDψ̄
∫

d4x θa(x)
[
Aa(x)− ∂µjµ5a(x) + 2imj5a(x)

]
(14)

对 θa取泛函导数，即给出轴矢流的散度方程

∂µjµ5a = 2imj5a − g2

16π2
εµνρσFb

µνFc
ρσ tr(τ

atbtc) (15)
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指标定理

本征方程

在Wick转动后，i /D为厄米算子，φn(x)为本征函数

i /Dφn(x) = λnφn(x) (16)

其中本征值λn为实数。正交性和完备性条件分别为∫
d4xφ†m(x)φn(x) = δmn,

∑
n
φn(x)φ†n(y) = δ(4)(x− y) (17)

将完备性条件代入到A(x)，我们给出

A(x) = 2
∑
n

tr
[
γ5f(− /D2

x/M2)φn(x)φ†n(x)
]

= 2
∑
n

f(λ2n/M2)φ†n(x)γ5φn(x)
(18)
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指标定理

零模解

由于γ5和 i /D反对易，所以γ5φn(x)仍为 i /D的本征函数，本征值为−λn。
结合正交条件可以看出，仅有零模解对A(x)的四维积分有贡献，即得∫

d4xA(x) = 2

∫
d4x f(0)φ†0(x)γ

5φ0(x)

= 2

∫
d4x

[∑
u
φ†u(x)φu(x)−

∑
v
φ†v(x)φv(x)

] (19)

其中φu和φv分别是具有正、负手征性的零本征值的解

i /Dφu = 0, γ5φu = φu, i /Dφv = 0, γ5φv = −φv (20)

记正、负手征性的零模个数分别为n+和n−，则n+ − n−称为Dirac算子
i /D的指标。
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指标定理

利用轴矢流反常的结果，即得Atiyah-Singer指标定理

n+ − n− = − 1

16π2

∫
d4x tr(Fµν F̃µν)

= − 1

16π2

∫
d4x εµνρσ∂µ tr

[
AνFρσ +

2

3
(igAνAρAσ)

] (21)

其中 F̃µν为对偶场强。

考虑以下不等式∫
d4x tr(Fµν ± F̃µν)

2 > 0 (22)

它给出欧式作用量的下限

SE =
1

2

∫
d4x tr(FµνFµν) > 8π2|n+ − n−| (23)

当且仅当Fµν = ±F̃µν时取等号，分别称为自对偶场和反对偶场。
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