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【摘要】 所谓量子态的远程控制，就是以纠缠比特为资源，通过局域操作和经典通信来传

递未知的操作，这是建立量子网络比不可少的一步。本文从量子隐形传态开始，对相关的

一些进展进行了调研，主要内容包括 HPV协议及其在多比特情形下的推广，利用 GHZ态
的两种实现：联合 RIO协议和控制 RIO协议。此外，我们还简单介绍了纠缠梳理的思想，
但未能充分展开。对于专业名词的翻译，请参照索引。
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1 课题简介

量子隐形传态是利用纠缠将未知态从局域系统发送到遥远的另一方。类似地，我们可以通

过纠缠来传递未知的量子操作，以达到远程控制的目的。从实际应用的角度来看，仅当它比通

常的途径消耗更少的资源时，对它的研究才更有意义。如果接受方的量子态和发送方的量子操

作都是完全未知的，文献[1]已经证明其所需的资源达到最大。但是，当那些要远程实现的量子
操作部分已知时，我们能够利用较少的资源来完成。这对于量子信息的处理和通信有着重要的

意义。本文就是基于这个出发点来展开研究的。

在第2节，我们将回顾一下量子信息中的基本知识，并着重介绍量子隐形传态；在第3节，
我们详细讨论 HPV协议，并将其推广到 N -qubit系统(即第4节)；在第5节，我们研究利用
GHZ态的实现。最后，在第6节我们简要介绍一下纠缠梳理这个有趣的课题。

2 基础回顾

2.1 常用量子门

在这一部分，我们要给出一些最基本的量子逻辑门，采用的记号遵从教材[3]。

Hadamrad门 H 1√
2

[
1 1

1 −1

]
Pauli-X门 (σ1) X

[
0 1

1 0

]
Pauli-Y门 (σ2) Y

[
0 −i
i 0

]
Pauli-Z门 (σ3) Z

[
1 0

0 −1

]
相位门 S

[
1 0

0 i

]

受控非门

b


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0



交换门


1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1


这些量子门在文献和后面的讨论中频繁出现，熟悉相应的性质对于今后的推导是必须的。

2.2 量子线路

量子线路很类似于经典线路，但量子线路不允许出现回路，也没有所谓的扇入，这是由量

子门的酉性决定的。当然，量子力学禁止比特的复制，即不可克隆定理，对一般量子态的扇出

操作更是不可能的。下面是量子线路中的符号约定：

2



测量运算 投影到 |0⟩和 |1⟩上

量子比特 承载单量子比特的线

经典比特 承载单经典比特的线

n量子比特
n

承载 n量子比特的线

2.3 Bell基和GHZ态

Bell态，也称为 EPR态或 EPR对，是有着最大纠缠度的双比特量子态，其纠缠度为 1，
定义为 1 e-bit。纠缠是一种资源，是量子密码、量子隐形传态、量子路由器和量子超密编码等
应用的关键。在局域操作和经典通信下，纠缠不能增加。

|Φ+⟩ = 1√
2
(|00⟩+ |11⟩) (1a)

|Φ−⟩ = 1√
2
(|00⟩ − |11⟩) (1b)

|Ψ+⟩ = 1√
2
(|01⟩+ |10⟩) (1c)

|Ψ−⟩ = 1√
2
(|01⟩ − |10⟩) (1d)

GHZ态是有着最大纠缠度的三比特量子态，共有八个，使用最多的一个是：

|GHZ⟩ = 1√
2
(|000⟩+ |111⟩) (2)

2.4 量子隐形传态

充分理解量子隐形传态的过程及其意义将十分有助于讨论我们的研究课题。第一，量子隐

形传态是量子远程控制的基础，后者无论是在思想上还是在实现过程上都与前者具有很大的传

承性；第二，隐形传态所体现的处理量子态的优雅技巧将同样应用于关于量子远程控制的一些

推导之中。

我们假定要传送的量子态为

|ψ⟩ = a |0⟩+ b |1⟩ , (3)

其中 a和 b是未知的。输入线路的状态是

|ψ0⟩ = |ψ⟩ |Φ+⟩ = 1√
2

[
a |0⟩ (|00⟩+ |11⟩) + b |1⟩ (|00⟩+ |11⟩)

]
, (4)

并约定前两个量子比特属于 Alice，第三个量子比特属于 Bob。根据测量基的不同，可以有两
种实现方式：

� 参照图1，Alice先把她的量子比特送到一个受控非门，得到

|ψ1⟩ =
1√
2

[
a |0⟩ (|00⟩+ |11⟩) + b |1⟩ (|10⟩+ |01⟩)

]
, (5)
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接着她让第一量子比特通过一个 Hadamard门，得到

|ψ2⟩ =
1

2

[
a(|0⟩+ |1⟩)(|00⟩+ |11⟩) + b(|0⟩ − |1⟩)(|10⟩+ |01⟩)

]
(6)

经过重新组项，这个状态可以写为

|ψ2⟩ =
1√
2

[
|00⟩ (a |0⟩+ b |1⟩) + |01⟩ (a |1⟩+ b |0⟩) + |10⟩ (a |0⟩ − b |1⟩) |11⟩ (a |1⟩ − b |0⟩)

]
=

1√
2

[
|00⟩ |ψ⟩+ |01⟩σ1 |ψ⟩+ |10⟩σ3 |ψ⟩ |11⟩ (−iσ2) |ψ⟩

] (7)

然后 Alice以 |0⟩⟨0|和 |1⟩⟨1|为基，分别测量她拥有的两个量子比特，得到四个可能结果 00，
01，10和 11中的一个；她把这个信息发给 Bob，据此 Bob对他拥有的那一半 EPR对进行四
个操作中的一种，从而恢复原始的 |ψ⟩：测量结果为 00时，Bob不需要做什么；如果是 01，
Bob 可以用 Pauli-X门来恢复；如果是 10，Bob可以用 Pauli-Z门；如果是 11，Bob可以先用
Pauli-X 再用 Pauli-Z门。总之，Bob只需要应用变换 ZM1XM2 到他的量子比特上就能恢复

Alice 传送的状态 |ψ⟩。

� Alice只需对她的两个比特做联合 Bell基测量，并将结果通知给 Bob；Bob根据测量结果做
4种可能的变换之一，即可得到 |ψ⟩。

|ψ0⟩ =
a√
2
|000⟩+ a√

2
|011⟩+ b√

2
|100⟩+ b√

2
|111⟩

=
1

2
√
2

[
(|00⟩+ |11⟩)(a |0⟩+ b |1⟩) + (|01⟩+ |10⟩)(a |1⟩+ b |0⟩)

+ (|00⟩ − |11⟩)(a |0⟩ − b |1⟩) + (|01⟩ − |10⟩)(a |1⟩ − b |0⟩)
]

=
1

2

[
|Φ+⟩ |ψ⟩+ |Ψ+⟩σ1 |ψ⟩+ |Φ−⟩σ3 |ψ⟩+ |Ψ−⟩ (−iσ2) |ψ⟩

]
(8)

量子隐形传态强调量子力学不同资源之间的互换性，揭示出一个共享的 EPR对加上两个
经典比特的通信构成一个至少等于单量子比特通信的资源。需要注意的是，量子隐形传态并没

有带来超光速通信，因为 Alice必须通过经典信道把她的测量结果传给 Bob，否则，隐形传态
根本不传送任何信息。事实上，在 Alice测量完成后而 Bob得到测量结果前，Bob系统的状
态，即约化密度矩阵是 I/2，这不依赖于 |ψ⟩，故阻止了 Alice用隐形传态以超光速向 Bob传
送信息。

|ψ⟩

|Φ+⟩

{
|ψ⟩

M1

M2

b H

XM2 ZM1

b

b

图 1. 单量子比特的隐形传态线路，上方两根线表示 Alice的系统，下方的线是 Bob的系统。本文所有
的插图都是由LaTEX的宏包PSTricks生成。

3 HPV协议

某些特定量子操作的远程实现最早是由 Huelga，Plenio和 Vaccaro提出的，参见文献[5]。
在 HPV协议中，Alice是发送方，Bob是接受方，联合系统的初态为

|Θ1⟩ = |Φ+⟩AB ⊗ |ξ⟩Y � (9)
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其中 |Φ+⟩AB 是 Alice和 Bob共享的一个 Bell纠缠态，见(1a)。未知的量子态为

|ξ⟩Y = y0 |0⟩+ y1 |1⟩Y (10)

由 Bob拥有。要被远程实现的量子操作属于以下对角与反对角的两种特定类型：

U(0) =

(
u00 0

0 u11

)
, U(1) =

(
0 u01

u10 0

)
. (11)

下面我们将讨论简化的 HPV协议，其量子线路见图2。为叙述的简便，我们不妨假定 Bob
拥有的第一个比特，即与 Alice纠缠的那个，为

|ϕ⟩B = x0 |0⟩B + x1 |1⟩B . (12)

按照文献[7]，HPV协议的全过程可分为五步：

一. Bob进行一个受控非门操作，他用自己拥有的第二个比特，即(9) 中的第三比特，作为控
制量子比特；然后以 |b⟩⟨b| , b = 0, 1为基测量他的第一个比特。

|ϕ⟩B ⊗ |ξ⟩Y
CNOT (x0 |0⟩B + x1 |1⟩B)⊗ y0 |0⟩Y + (x0 |1⟩B + x1 |0⟩B)⊗ y1 |1⟩Y

=σB0 |ϕ⟩B ⊗ y0 |0⟩Y + σB1 |ϕ⟩B ⊗ y1 |1⟩Y
=
(
σB0 ⊗ |0⟩Y ⟨0|+ σB1 ⊗ |1⟩Y ⟨1|

)
|ϕ⟩B ⊗ |ξ⟩Y

Measure (
|b⟩B⟨b| ⊗ σ

Y
0

) (
σB0 ⊗ |0⟩Y ⟨0|+ σB1 ⊗ |1⟩Y ⟨1|

)
|ϕ⟩B ⊗ |ξ⟩Y

(13)

经过这两步操作，Bob实现了下面这个量子算符：

PB(b) =
(
|b⟩B⟨b| ⊗ σ

Y
0

) (
σB0 ⊗ |0⟩Y ⟨0|+ σB1 ⊗ |1⟩Y ⟨1|

)
(14)

二. 完成测量后，Bob通过经典信道向 Alice发送测量结果 b。据此，Alice决定她的下一步
操作：如果 b = 0，Alice不必做任何操作 (σ0 = I)；如果 b = 1，Alice需要做一个 σ1变

换。倘若 Bob固定他的测量基，并事先告诉了 Alice，那么这将节省传递一经典比特所需
的资源。

三. Alice接收到 Bob发来的经典比特 b后，依次做一个 σb 操作、U(d) 操作和 Hadamard
变换，然后以 |a⟩A⟨a| (a = 0, 1)为基测量她的量子比特，即

SA(a, b; d) =
(
|a⟩A⟨a|

)[
HAU(d)σAb

]
, (15)

其中 U(d)由(11)定义。

四. Alice发送经典比特 d和 a给 Bob。

五. Bob通过以下操作即可得到量子态 U(d) |ξ⟩：

RB(a; d) = σB0 ⊗
{[

(1− a)σY0 + aσY3
]
σYd
}

(16)
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σb U H

b σd ra

b

d a

A

B

Y

|a⟩

|b⟩

U |ξ⟩

⇑
|Φ+⟩
⇓

⇓
|ξ⟩ |b⟩⟨b|

|a⟩⟨a|

图 2. 简化的 HPV协议量子线路，其中 U(d)是要远程实现的部分已知的量子操作，H 是 Hadamard
门，σb, σd 是单位阵或非门，r(a) = (1− a)σ0 + aσ3, 两次测量分别是以 |a⟩⟨a|和 |b⟩⟨b|为基。

下面我们给出一个完整的证明，比文献[5]中的更易懂，不需要用到什么特殊的技巧。
� 直接通过代入演算，可以得到

SAPB |Θ1⟩ =
[
|a⟩A⟨a|H

AU(d)σAb
]
⊗ (|b⟩B⟨b| ⊗ σ

Y
0 )(σ

B
0 ⊗ |0⟩Y ⟨0|

+ σB1 ⊗ |1⟩Y ⟨1|)
1√
2
(|00⟩+ |11⟩)AB(y0 |0⟩+ y1 |1⟩)Y

= (|a⟩A⟨a|H
AU(d)σAb ⊗ |b⟩B⟨b|)

1√
2
(|00⟩+ |11⟩)AB ⊗ y0 |0⟩Y

+ (|a⟩A⟨a|H
AU(d)σAb ⊗ |b⟩B⟨b|)

1√
2
(|01⟩+ |10⟩)AB ⊗ y1 |1⟩Y

= |a⟩A⟨a|H
AU(d) |0⟩ ⊗ |b⟩ ⊗ y0 |0⟩+ |a⟩A⟨a|H

AU(d) |1⟩ ⊗ |b⟩ ⊗ y1 |1⟩

=
1√
2
|a⟩A⟨a| [|0⟩+ (−1)d |1⟩]⊗ |b⟩ ⊗ ud0y0 |0⟩

+
1√
2
|a⟩A⟨a| [|0⟩ − (−1)d |1⟩]⊗ |b⟩ ⊗ u1−d,1y1 |1⟩

= |a⟩ ⊗ |b⟩ ⊗
[
(1− a) + (−1)da

][
ud0y0 |0⟩+ (−1)au1−d,1y1 |1⟩

]

(17)

RBSAPB |Θ1⟩ = |a⟩ ⊗ |b⟩ ⊗
[
(1− a)σ0 + aσ3

][
(1− d)σ0 + dσ1

][
(1− a)

+ (−1)da
][
ud0y0 |0⟩+ (−1)au1−d,1y1 |1⟩

]
= |a⟩ ⊗ |b⟩ ⊗

[
(1− a) + (−1)da

]{
ud0y0

[
(1− d) |0⟩+ (1− 2a)d |1⟩

]
+ (−1)au1−d,1y1

[
d |0⟩+ (1− 2a)(1− d) |1⟩

]}
(18)

当 d = 0时，U(0) |ξ⟩ = u00y0 |0⟩+ u11y1 |1⟩，我们有

RBSAPB |Θ1⟩ = |a⟩ ⊗ |b⟩ ⊗
[
u00y0 |0⟩+ (−1)a(1− 2a)u11y1 |1⟩

]
= |a⟩ ⊗ |b⟩ ⊗ U(0) |ξ⟩

(19)

当 d = 1时，U(1) |ξ⟩ = u01y1 |0⟩+ u10y0 |1⟩，我们有

RBSAPB |Θ1⟩ = |a⟩ ⊗ |b⟩ ⊗ (1− 2a)
[
(−1)au01y1 |0⟩+ (1− 2a)u10y0 |1⟩

]
= |a⟩ ⊗ |b⟩ ⊗ U(1) |ξ⟩

(20)

文献[1]指出，若要通过局域协议来远程传递任意的单比特量子操作(即 SU(2)的元素)，用
少于 2 e-bits和 4 c-bits的资源是不行的，这等价于双向量子隐形传态所消耗的资源。而在简
化的 HPV协议中，由于要实现的量子操作部分已知，仅需要 1 e-bit和 3 c-bits即可完成。
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4 多比特的远程控制

4.1 特定的集合

文献[7]将 HPV协议中的两类操作扩展到了多量子比特情形。对于 N -qubit系统，其量子
操作的矩阵中每行和每列都只能有一个非零元素，即总共有 2N !种不同的类型。我们用 tm来

表示第m行的非零元素，那么这些特定的量子操作可写为

T r
N (x, t) =

2N∑
m=1

tm |m,D⟩ ⟨pm(x), D| (21)

其中 x = 1, 2, . . . , 2N !，|m,D⟩为二进制下m所对应的基底，并且

p(x) =
(
p1(x), p2(x), . . . , p2N (x)

)
(22)

是 {1, 2, . . . , 2N}的全排列集合中的元素。(21)代表的所有量子操作的集合我们用 Tr
N 来表示。

由于

T r
N (x, t)[T r

N (x, t)]† =

2N∑
m=1

tmt
∗
m |m,D⟩⟨m,D| (23)

[T r
N (x, t)]†T r

N (x, t) =
2N∑
m=1

t∗mtm |pm(x), D⟩⟨pm(x), D| (24)

当且仅当 tm = eiϕm，ϕm为实数时，T
r
N (x, t)满足酉矩阵的要求。应该指出，这里的多比特量

子操作集合不可以约化到单比特操作的直积。因此，对它们的讨论是非平凡的。

以双量子比特为例，{1, 2, 3, 4}的全排列为

P4 ={(1, 2, 3, 4), (1, 2, 4, 3), (1, 3, 2, 4), (1, 3, 4, 2), (1, 4, 2, 3), (1, 4, 3, 2),

(2, 1, 3, 4), (2, 1, 4, 3), (2, 3, 1, 4), (2, 3, 4, 1), (2, 4, 1, 3), (2, 4, 3, 1),

(3, 1, 2, 4), (3, 1, 4, 2), (3, 2, 1, 4), (3, 2, 4, 1), (3, 4, 1, 2), (3, 4, 2, 1),

(4, 1, 2, 3), (4, 1, 3, 2), (4, 2, 1, 3), (4, 2, 3, 1), (4, 3, 1, 2), (4, 3, 2, 1)}

(25)

并且 |1, D⟩ = |00⟩，|2, D⟩ = |01⟩，|3, D⟩ = |10⟩，|4, D⟩ = |11⟩。容易看到，在量子信息处理
中起重要作用的受控操作都属于这些特定的集合

UC(1) = T r
2 (2, t)|t1=t2=1 =

(
1 0

0 0

)
⊗

(
1 0

0 1

)
+

(
0 0

0 1

)
⊗

(
0 t3

t4 0

)
(26a)

UC(2) = T r
2 (6, t)|t1=t3=1 =

(
1 0

0 1

)
⊗

(
1 0

0 0

)
+

(
0 t2

t4 0

)
⊗

(
0 0

0 1

)
(26b)

UC(3) = T r
2 (7, t)|t1=t2=1 =

(
1 0

0 0

)
⊗

(
0 t3

t4 0

)
+

(
0 0

0 1

)
⊗

(
1 0

0 1

)
(26c)

UC(4) = T r
2 (15, t)|t2=t4=1 =

(
0 t1

t3 0

)
⊗

(
1 0

0 0

)
+

(
1 0

0 1

)
⊗

(
0 0

0 1

)
(26d)

如果取(21)中所有的非零元素为 1, 那么就得到了 Bob在该协议中的恢复操作

RN (x) =

2N∑
m=1

|m,D⟩ ⟨pm(x), D| (27)

在建立协议时，我们需要两个映射表：一个是从 T r
N (x, t) ∈ Tr

N 到经典信息 x 的映射，要提供

给 Alice；另一个是从经典信息 x到 RN (x)的映射，要提供给 Bob。
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4.2 swapping变换

为以后的讨论做铺垫，我们需要研究一般情形 N -qubit下的 swapping变换，主要参考[7]。
由第2.1小节可知，双量子比特的 swapping变换为

SW =


1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

 , (28)

满足 SW |αXβY ⟩ = |βY αX⟩。易证 SW 具有以下性质，

SW (MX ⊗MY )SW =MY ⊗MX (29)

即 SW 把空间 HX ⊗HY 变成 HY ⊗HX。

对于 N -qubit系统，交换第 i比特和第 (i+ 1)比特的变换为

SN (i, i+ 1) = σ
⊗(i−1)
0 ⊗ SW ⊗ σ⊗(Ni−1)

0 , (30)

其中 σ
⊗(i−1)
0 表示对前 (i− 1)个比特做恒等操作，σ

⊗(Ni−1)
0 表示对后 (N − i− 1)个比特做恒

等操作。同时，我们还要定义下面两类变换：

FN (i, j) =

j−i∏
α=1←

SN (j − α, j + 1− α) (31)

PN (j, k) =

k−1∏
β=j←

SN (β, β + 1) (32)

其中 FN (i, j)变换将自旋态 j 移到 i(i < j)之前，而 PN (j, k)将 j 移到 k(k > j)之后。注意，

“←”表示相乘的各因子是从右到左排列。进一步定义

Λ(2, N) =

N−1∏
i=1←

P2N

(
2(N − i), 2N − i

)
(N > 2) (33)

Ω(2, N) =
N∏

i=1←
P2N (1, 2N) (N > 2) (34)

于是，我们有

Λ(2, N)
(
⊗N

i=1 |aibi⟩
)
=
(
⊗N

i=1 |ai⟩
)
⊗
(
⊗N

j=1 |bj⟩
)

(35)

Λ(2, N)
[
⊗N

i=1

(
MAi

αi
⊗MBi

βi

)]
Λ−1(2, N) =

(
⊗N

i=1 M
Ai
αi

)
⊗
(
⊗N

j=1 M
Bj

βj

)
(36)

Ω(2, N)
[(
⊗N

i=1 |ai⟩
)
⊗
(
⊗N

j=1 |bj⟩
)]

=
(
⊗N

i=1 |bi⟩
)
⊗
(
⊗N

j=1 |aj⟩
)

(37)

Ω(2, N)
[(
⊗N

i=1 M
Ai
αi

)
⊗
(
⊗N

j=1 M
Bj

βj

)]
Ω−1(2, N) =

(
⊗N

i=1 M
Bi
βi

)
⊗
(
⊗N

j=1 M
Aj
αj

)
(38)

上述四个等式，我们只给出 N = 2的证明，推广到 N > 2应该很容易。对于(35)，我们有

Λ(2, 2)
(
|a1b1⟩ ⊗ |a2b2⟩

)
= P4(2, 3) |a1b1a2b2⟩ = |a1a2b1b2⟩ =

(
⊗2

i=1 |ai⟩
)
⊗
(
⊗2

j=1 |bj⟩
)

(39)
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对于(36)，根据 Λ(2, 2) = P4(2, 3) = S4(2, 3) = P−14 (2, 3)，我们可以得到

Λ(2, 2)
[(
MA1

α1
⊗MB1

β1

)
⊗
(
MA2

α2
⊗MB2

β2

)]
Λ−1(2, 2) |α1β1α2β2⟩

=S4(2, 3)
(
MA1

α1
MB1

β1
MA2

α2
MB2

β2

)
S4(2, 3) |α1β1α2β2⟩

=S4(2, 3)
(
MA1

α1
MB1

β1
MA2

α2
MB2

β2

)
|α1α2β1β2⟩

=P4(2, 3)
(
MA1

α1
|α1⟩ ⊗MB1

β1
|α2⟩ ⊗MA2

α2
|α2⟩ ⊗MB2

β2
|β2⟩

)
=MA1

α1
|α1⟩ ⊗MA2

α2
|α2⟩ ⊗MB1

β1
|α2⟩ ⊗MB2

β2
|β2⟩

=
(
⊗2

i=1 M
Ai
αi

)
⊗
(
⊗2

j=1 M
Bj

βj

)
|α1β1α2β2⟩

(40)

对于(37)，我们有

Ω(2, 2)
(
|a1a2⟩ ⊗ |b1b2⟩

)
= P4(1, 4)P4(1, 4) |a1a2b1b2⟩

=P4(1, 2) |a2b1b2a1⟩ = |b1b2a1a2⟩ =
(
⊗2

i=1 |bi⟩
)
⊗
(
⊗2

j=1 |aj⟩
) (41)

对于(38)，由 Ω−1(2, 2) = P−24 (1, 4) = F 2
4 (1, 4)，我们可以得到

Ω(2, 2)
[(
MA1

α1
⊗MA2

α2

)
⊗
(
MB1

β1
⊗MB2

β2

)]
Ω−1(2, 2) |α1β1α2β2⟩

=P4(1, 4)P4(1, 4)
(
MA1

α1
MA2

α2
MB1

β1
MB2

β2

)
F4(1, 4)F4(1, 4) |α1β1α2β2⟩

=P4(1, 4)P4(1, 4)
(
MA1

α1
MA2

α2
MB1

β1
MB2

β2

)
F4(1, 4) |β2α1β1α2⟩

=P4(1, 4)P4(1, 4)
(
MA1

α1
MA2

α2
MB1

β1
MB2

β2

)
|α2β2α1β1⟩

=P4(1, 4)P4(1, 4)
(
MA1

α1
|α2⟩ ⊗MA2

α2
|β2⟩ ⊗MB1

β1
|α1⟩ ⊗MB2

β2
|β1⟩

)
=P4(1, 4)

(
MA2

α2
|β2⟩ ⊗MB1

β1
|α1⟩ ⊗MB2

β2
|β1⟩ ⊗MA1

α1
|α2⟩

)
=MB1

β1
|α1⟩ ⊗MB2

β2
|β1⟩ ⊗MA1

α1
|α2⟩ ⊗MA2

α2
|β2⟩

=
(
⊗2

i=1 M
Bi
βi

)
⊗
(
⊗2

j=1 M
Aj
αj

)
|α1β1α2β2⟩

(42)

同样，我们引入

Υ(3, N) =

N−1∏
i=1←

F3N (3i, 2N + i) (N > 2) (43)

Γ(3, N) =
[
I2N ⊗ Ω(2, N)

][
Λ(2, N)⊗ I2N

]
(44)

它们具有如下性质：

Υ(3, N)
(
⊗N

i=1 |aibi⟩
)
⊗
(
⊗N

j=1 |yj⟩
)
= ⊗N

i=1 |aibiyi⟩ (45)

Υ(3, N)
[
⊗N

i=1

(
MAi

αi
⊗MBi

βi

)](
⊗N

j=1 M
Yj
γj

)
Υ−1(3, N) = ⊗N

i=1

(
MAi

αi
⊗MBi

βi
⊗MYi

γi

)
(46)

Γ(3, N)
(
⊗N

i=1 |aibi⟩
)
⊗
(
⊗N

j=1 |yj⟩
)
=
(
⊗N

i=1 |ai⟩
)
⊗
(
⊗N

j=1 |yj⟩
)
⊗
(
⊗N

k=1 |bk⟩
)

(47)

Γ(3, N)
[
⊗N

i=1

(
MAi

αi
⊗MBi

βi

)](
⊗N

j=1 M
Yj
γj

)
Γ−1(3, N)

=
(
⊗N

i=1 M
Ai
αi

)
⊗
(
⊗N

j=1 M
Yj
γj

)
⊗
(
⊗N

k=1 M
Bk
βk

)
(48)

我们也只对 N = 2的情形给出证明。对于(45)，我们有

Υ(3, 2)
(
|a1b1⟩ ⊗ |a2b2⟩

)
⊗
(
|y1⟩ ⊗ |y2⟩

)
= F6(3, 5) |a1b1a2b2y1y2⟩ = |a1b1y1a2b2y2⟩ (49)
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对于(46)，根据 Υ−1(3, 2) = F−16 (3, 5) = P6(3, 5)，我们可以得到

Υ(3, 2)
[(
MA1

α1
MB1

β1

)
⊗
(
MA2

α2
MB2

β2

)](
MY1

γ1 ⊗M
Y2
γ2

)
Υ−1(3, 2) |α1β1α2β2γ1γ2⟩

=F6(3, 5)
(
MA1

α1
MB1

β1
MA2

α2
MB2

β2
MY1

γ1 M
Y2
γ2

)
P6(3, 5) |α1β1α2β2γ1γ2⟩

=F6(3, 5)
(
MA1

α1
MB1

β1
MA2

α2
MB2

β2
MY1

γ1 M
Y2
γ2

)
|α1β1β2γ1α2γ2⟩

=F6(3, 5)
(
MA1

α1
|α1⟩ ⊗MB1

β1
|β1⟩ ⊗MA2

α2
|β2⟩ ⊗MB2

β2
|γ1⟩ ⊗MY1

γ1 |α2⟩ ⊗MY2
γ2 |γ2⟩

)
=MA1

α1
|α1⟩ ⊗MB1

β1
|β1⟩ ⊗MY1

γ1 |α2⟩ ⊗MA2
α2
|β2⟩ ⊗MB2

β2
|γ1⟩ ⊗MY2

γ2 |γ2⟩

= ⊗2
i=1

(
MAi

αi
⊗MBi

βi
⊗MYi

γi

)
|α1β1α2β2γ1γ2⟩

(50)

对于(47)，我们有

Γ(3, 2)
(
|a1b1⟩ ⊗ |a2b2⟩

)
⊗ |y1y2⟩ =

[
I4 ⊗ P 2

4 (1, 4)
][
P4(2, 3)⊗ I4

]
|a1b1a2b2y1y2⟩

=
[
I4 ⊗ P4(1, 4)P4(1, 4)

]
|a1a2b1b2y1y2⟩ =

[
I4 ⊗ P4(1, 4)

]
|a1a2b2y1y2b1⟩

= |a1a2y1y2b1b2⟩ =
(
⊗2

i=1 |ai⟩
)
⊗
(
⊗2

j=1 |yj⟩
)
⊗
(
⊗2

k=1 |bk⟩
) (51)

对于(48)，由 Γ−1(3, 2) =
[
P4(2, 3)⊗ I4

][
I4 ⊗ F 2

4 (1, 4)
]
，我们可以得到

Γ(3, 2)
[(
MA1

α1
MB1

β1

)
⊗
(
MA2

α2
MB2

β2

)](
MY1

γ1 ⊗M
Y2
γ2

)
Γ−1(3, 2) |α1β1α2β2γ1γ2⟩

=Γ(3, 2)
(
MA1

α1
MB1

β1
MA2

α2
MB2

β2
MY1

γ1 M
Y2
γ2

)[
P4(2, 3)⊗ I4

][
I4 ⊗ F 2

4 (1, 4)
]
|α1β1α2β2γ1γ2⟩

=Γ(3, 2)
(
MA1

α1
MB1

β1
MA2

α2
MB2

β2
MY1

γ1 M
Y2
γ2

)[
P4(2, 3)⊗ I4

]
|α1β1γ1γ2α2β2⟩

=
[
I4 ⊗ P 2

4 (1, 4)
][
P4(2, 3)⊗ I4

](
MA1

α1
MB1

β1
MA2

α2
MB2

β2
MY1

γ1 M
Y2
γ2

)
|α1γ1β1γ2α2β2⟩

=
[
I4 ⊗ P 2

4 (1, 4)
]
MA1

α1
|α1⟩ ⊗MA2

α2
|β1⟩ ⊗MB1

β1
|γ1⟩ ⊗MB2

β2
|γ2⟩ ⊗MY1

γ1 |α2⟩ ⊗MY2
γ2 |β2⟩

=MA1
α1
|α1⟩ ⊗MA2

α2
|β1⟩ ⊗MY1

γ1 |α2⟩ ⊗MY2
γ2 |β2⟩ ⊗M

B1
β1
|γ1⟩ ⊗MB2

β2
|γ2⟩

=
(
⊗2

i=1 M
Ai
αi

)
⊗
(
⊗2

j=1 M
Yj
γj

)
⊗
(
⊗2

k=1 M
Bk
βk

)
|α1β1α2β2γ1γ2⟩

(52)

4.3 两比特协议

和第3节类似，我们假定联合系统的初始态为

∣∣Θini
2

⟩
= |Φ+⟩A1B1

⊗ |Φ+⟩A2B2
⊗ |ξ⟩Y1Y2

� (53)

未知的量子态为

|ξ⟩Y1Y2
=

1∑
j1,j2=0

yj1j2 |j1j2⟩Y1Y2
, (54)

其中 A1, A2 属于 Alice，B1, B2, Y1, Y2 属于 Bob。Alice 和 Bob 共享两个 Bell 纠缠态。
在(53)中，系统的 Hilbert空间为

H = HA1 ⊗HB1 ⊗HA2 ⊗HB2 ⊗HY!
⊗HY2 . (55)
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为了将局域子空间的操作写得更简洁和便于推广到 N -qubit系统，我们将采用在上一小节引入
的 swapping变换，仅在分析具体过程时才详细地给出不用该变换的表达式。容易得到：

Υ−1(3, 2) |a1b1y1⟩ ⊗ |a2b2y2⟩ = P6(3, 5) |a1b1y1a2b2y2⟩ = |a1b1a2b2y1y2⟩ (56)
[Λ−1(2, 2)⊗ I4] |a1a2⟩ ⊗ |b1b2⟩ ⊗ |y1y2⟩ = P4(2, 3)⊗ I4 |a1a2b1b2y1y2⟩ = |a1b1a2b2y1y2⟩ (57)

Γ−1(3, 2) |a1a2⟩ ⊗ |y1y2⟩ ⊗ |b1b2⟩ = [P4(2, 3)⊗ I4][I4 ⊗ F 2
4 (1, 4)] |a1a2y1y2b1b2⟩

= P4(2, 3)⊗ I4 |a1a2b1b2y1y2⟩ = |a1b1a2b2y1y2⟩ (58)

和简化的 HPV协议一样，两比特的协议仍然分为五步:

一. Bob执行两个受控非门操作，他用自己拥有的 Y1, Y2 作为控制量子比特，B1, B2 作为

目标比特；然后以 |b1⟩B1
⟨b1| ⊗ |b2⟩B2

⟨b2| (b1, b2 = 0, 1)为基测量 B1, B2。经过这两步操

作，Bob实现了下面这个量子算符：

PB(b1, b2) = Υ−1(3, 2)
{
⊗2

m=1 σ
Am
0 ⊗

[
(|bm⟩Bm

⟨bm| ⊗ σYm
0 )Cnot(0, 1)

]}
Υ(3, 2) (59)

如果不用 swapping变换，那么这个操作可写为

PB(b1, b2) =
(
σA1
0 ⊗ |b1⟩B1

⟨b1| ⊗ σA2
0 ⊗ |b2⟩B2

⟨b2| ⊗ σY1
0 ⊗ σ

Y2
0

)[
σA1
0 Cnot

2 (0, 1)⊗ σY2
0

][
σA1
0 ⊗ σ

B1
0 ⊗ σ

A2
0 ⊗ C

not
1 (0, 1)

] (60)

其中，Cnot
M 的定义见(61)，当M = 0时即为通常的 C-NOT门，(0, 1)表示最后一个比

特为控制比特而第一个比特为目标比特，在控制比特为 |1⟩时翻转。

Cnot
M (0, 1) = σ0 ⊗

(
⊗M

m=1 σ0
)
⊗
(
|0⟩⟨0|

)
+ σ1 ⊗

(
⊗M

m=1 σ0
)
⊗
(
|1⟩⟨1|

)
(61)

二. 测量完成后，Bob通过经典信道向 Alice发送信息 b1, b2。

三. Alice对她所拥有的两个比特 A1, A2依次执行以下量子操作：σ
A1
b1
⊗ σA2

b2
、T r

2 (x, t)和两

个 Hadamard变换 HA1 ⊗HA2 。然后，Alice以 |a1⟩A1
⟨a1| ⊗ |a2⟩A2

⟨a2| (a1, a2 = 0, 1)

为基测量她的量子比特。整个过程中，Alice完成的操作为
SA(a1, b1, a2, b2;x, t) =

[
Λ−1(2, 2)⊗ I4

]{[(
|a1a2⟩A1A2

⟨a1a2|
)(
HA1 ⊗HA2

)
T r
2 (x, t)

(
σA1
b1
⊗ σA2

b2

)]
⊗ I16

}[
Λ(2, 2)⊗ I4

] (62)

四. Alice完成测量后，将两个经典比特 a1, a2 发送给 Bob。此外，Alice仍需要把 x告诉

Bob，使他知道被传递的量子操作是属于哪种类型。对于 2-qubit系统，这需要 5个经典
比特 (25 > 24)。

五. Bob通过以下操作来得到 Alice远程实现的量子运算：

RB(a1, a2;x) = I16 ⊗
{[
rY1(a1)⊗ rY2(a2)

]
R2(x)

}
, (63)

其中 R2(x)是通过映射表根据经典信息 x得到的，r(y)定义为

r(y) = (1− y)σ0 + yσ3. (64)

在该协议中，Bob和 Alice所执行的全部量子操作可以写为

IR(a1, b1, a2, b2;x, t) = RB(a1, a2;x)SA(a1, b1, a2, b2;x, t)PB(b1, b2) (65)

系统最终的量子态为∣∣Θfin
2

⟩
= IR(a1, b1, a2, b2;x)

∣∣Θini
2

⟩
=

1

4
|a1b1a2b2⟩A1B1A2B2

⊗ T r
2 (x, t) |ξ⟩Y1Y2

(66)

这个协议的证明，我们留到下一小节，它只不过是 N = 2时的特例罢了。
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4.4 多比特协议

我们要将上面的讨论推广到 N -qubit情形。初态设为∣∣Θini
N

⟩
=
(
⊗N

m=1 |Φ+⟩AmBm

)
⊗ |ξ⟩Y1Y2···YN

, (67)

其中 |ξ⟩Y1Y2···YN
为任意未知的纯态，即

|ξ⟩Y1Y2···YN
=

1∑
k1,k2,...,kN=0

yk1k2···kN |k1k2 · · · kN ⟩ (68)

Alice的量子态为 |a1a2 · · · aN ⟩，Bob的量子态为 |b1b2 · · · bNy1y2 · · · yN ⟩。和前面的一样，协议
仍分为五步，在很多情形下只需要将对应的 2-qubit换成 N -qubit即可，具体不再重复，我们
这里只写出对应于(59, 62, 63, 65, 66)的式子。

PB(b) = Υ−1(3, N)⊗N
m=1

{
σAm
0 ⊗

[(
|bm⟩⟨bm| ⊗ σ0

)
Cnot(0, 1)

]}
ΥN (3, N) (69)

SA(a, b;x, t) =
[
Λ−1(2, N)⊗ I2N

][(
⊗N

m=1 |am⟩Am
⟨am|

)
(
⊗N

m=1 H
Am
)
T r
N (x, t)

(
⊗N

m=1 σ
Am
bm

)
⊗ I4N

][
Λ(2, N)⊗ I2N

]
(70)

RB(a;x) = I4N ⊗
{[
⊗N

m=1 r(am)
]
RN (x)

}
(71)

IR(a, b;x, t) = RB(a;x)SA(a, b;x, t)PB(b) (72)∣∣Θfin
N

⟩
= IR(a, b;x, t)

∣∣Θini
N

⟩
=

1

2N
(
⊗N

m=1 |aibi⟩AiBi

)
⊗ T r

N (x, t) |ξ⟩Y (73)

在以上各式中，我们采用了简写记法：a 代表 a1, a2, . . . , aN，b 代表 b1, b2, . . . , bN , Y 代表
Y1Y2 · · ·YN。(71)中的 r(am)为

r(am) =
1∑

lm=0

(−1)amlm |lm⟩⟨lm| (74)

下面我们要给出该协议的简要证明，具体参见文献[7]。
� 利用 swapping 变换 Υ，我们可把系统初态(67)改写成

∣∣Θini
N

⟩
=

1√
2N

Υ−1(3, N)

1∑
k1,...,kN=0

yk1···kN ⊗
N
m=1 (|00km⟩+ |11km⟩) (75)

结合 N = 2的情形(56)，容易看出

1√
2N

1∑
k1,...,kN=0

yk1···kNΥ
−1(3, N)⊗N

m=1

[
(|00⟩+ |11⟩) |km⟩

]
=

1∑
k1,...,kN=0

yk1···kN
(
⊗N

m=1 |Φ+⟩
)(
⊗N

m=1 |km⟩
)
=
(
⊗N

m=1 |Φ+⟩AmBm

)
⊗ |ξ⟩Y1Y2···YN

(76)

在协议的第一步，Bob执行了量子操作 PB，即

∣∣ΘP
N

⟩
=

1√
2N

Υ−1(3, N)
1∑

k1,··· ,kN=0

yk1···kN⊗
N
m=1

{
σ0⊗

[
(|bm⟩⟨bm|)Cnot(0, 1)

]}
(|00km⟩+|11km⟩)

(77)
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其中 Cnot(0, 1)的定义见(61), 取M = 1。进一步，由 σb |b⟩ = |0⟩和 σb |1− b⟩ = |1⟩ (b = 0, 1)，

可以推出以下的化简

{σ0 ⊗ [(|b⟩⟨b|)Cnot(0, 1)]}(|00k⟩+ |11k⟩)

=[σ0 ⊗ (|b⟩⟨b|)⊗ σ0][(|000⟩+ |110⟩)δk0 + (|101⟩+ |011⟩)δk1]

=(|0b0⟩ δb0 + |1b0⟩ δb1)δk0 + (|1b1⟩ δb0 + |0b1⟩ δb1)δk1
= |bb0⟩ (δb0 + δb1)δk0 + |(1− b)b1⟩ (δb0 + δb1)δk1

= |bb0⟩ δk0 + |(1− b)b1⟩ δk1
=(σb ⊗ I4)(δk0 |0b0⟩+ δk1 |1b1⟩)

=(σb ⊗ I4)(δk0 + δk1) |kbk⟩

=(σb ⊗ I4) |kbk⟩

(78)

和(44)，可得

∣∣ΘP
N

⟩
=

1√
2N

Υ−1(3, N)
1∑

k1,··· ,kN=0

yk1···kN ⊗
N
m=1 (σbmσ0 ⊗ σ0) |kmbmkm⟩

=
1√
2N

[
⊗N

m=1 (σbm ⊗ σ0)⊗ I2
N ] 1∑

k1,··· ,kN=0

yk1···kN (⊗
N
m=1 |kmbmkm⟩)⊗ (⊗N

m=1 |km⟩)

=
1√
2N

[
⊗N

m=1 (σbm ⊗ σ0)⊗ I2
N ]

Γ−1N

1∑
k1,··· ,kN=0

yk1···kN (⊗
N
m=1 |km⟩)

⊗ (⊗N
m=1 |km⟩)⊗ (⊗N

m=1 |bm⟩)
(79)

在 Alice发送经典信息和 Bob完成恢复操作之后，系统最终的状态为

∣∣Θfin
N

⟩
=

1√
2N

Γ−1N

1∑
k1,...,kN=0

yk1···kN
(
⊗N

m=1 |am⟩Am

)[(
⊗N

m=1 ⟨am|
)(
⊗N

m=1 H
Am
)
T r
N (x, t)

(
⊗N

m=1 |km⟩
)]
⊗
[(
⊗N

m=1 r(am)
)
RN (x)

(
⊗N

m=1 |km⟩Ym

)]
⊗
(
⊗N

m=1 |bm⟩Bm

)
=

1√
2N

Γ−1N ⊗
N
m=1 |am⟩Am

⊗

{
1∑

k1,...,kN=0

yk1···kN
[(
⊗N

m=1 ⟨am|
)(
⊗N

m=1 H
Am
)
T r
N (x, t)

(
⊗N

m=1 |km⟩
)]
⊗
[(
⊗N

m=1 r(am)
)
RN (x)

(
⊗N

m=1 |km⟩Ym

)]}
⊗
(
⊗N

m=1 |bm⟩Bm

)
(80)

由定义(21)和(27)，容易得到以下关系式

T r
N (x, t) =

2N∑
m=1

tm |m,D⟩ ⟨pm(x), D| =
2N∑
m=1

tm |m,D⟩⟨m,D|
2N∑
n=1

|n,D⟩ ⟨pn(x), D|

=

(
1∑

j1,j2,...,jN=0

tj1j2···jN |j1j2 · · · jN ⟩⟨j1j2 · · · jN |

)
RN (x)

(81)
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其中十进制系统下的 tm被改写成二进制下的 tj1j2···jN。将(81) 和(74)代入(80)，即得

∣∣Θfin
N

⟩
=

1√
2N

Γ−1N ⊗
N
m=1 |am⟩Am

⊗

{
1∑

j1,··· ,jN=0

1∑
k1,...kN=0

∑
l1,...,lN

tj1···jN yk1···kN

( N∏
m=1

⟨am|H |jm⟩
)[(
⊗N

m=1 ⟨jm|
)
RN (x)

(
⊗N

n=1 |kn⟩
)][(
⊗N

m=1 ⟨lm|
)
RN (x)

(
⊗N

n=1 |kn⟩
)]( N∏

m=1

(−1)amlm
)(
⊗N

m=1 |lm⟩Ym

)}
⊗
(
⊗N

m=1 |bm⟩Bm

)
(82)

由于 RN (x)的每行每列都仅有一个非零元素，于是，我们有[(
⊗N

m=1 ⟨jm|
)
RN (x)

(
⊗N

m=1 |km⟩
)][(
⊗N

m=1 ⟨lm|
)
RN (x)

(
⊗N

m=1 |km⟩
)]

=
( N∏

m=1

δjmlm

)[(
⊗N

m=1 ⟨jm|
)
RN (x)

(
⊗N

m=1 |km⟩
)] (83)

将 T r
N (x, t)作用于未知态上，我们会得到

T r
N (x, t) |ξ⟩ =

1∑
j1,...,jN=0

1∑
k1,...,kN=0

tj1···jN yk1···kN ⟨j1j2 · · · jN |R(x) |k1k2 · · · kn⟩ |j1j2 · · · jN ⟩

(84)
再由于

⟨am|H |jm⟩ (−1)amjm =
1√
2

(85)

最终，我们得到 ∣∣Θfin
N

⟩
=

1√
2N
⊗N

m=1 |ambm⟩AmBm
⊗
(
T r
N (x, t) |ξ⟩Y1···YN

)
(86)

即完成了证明。

5 基于GHZ态的实现

5.1 联合RIO协议

设 N -qubit的量子操作 U = U2U1，其中 U1, U2都属于4.1小节所讨论的那些特定类型，分
别用 T r

N (x1, v1)和 T r
N (x2, v2)来表示。如果按照以前的协议，通过远程传递 U1和 U2来实现，

那么总共需要 2N 个 Bell对。我们将看到，若有两个发送者采用 GHZ 态来完成，将只需要 N

个 GHZ态。这里，我们只研究 N = 1的情形，此处的讨论参考[8]。
不失一般性，对于三粒子系统，我们假定初态为∣∣Θini⟩ = |GHZ⟩ABC |χ⟩X |ξ⟩Y |ζ⟩Z , (87)

其中 GHZ态的定义见(2)，由 Alice，Bob和 Charlie共享，|χ⟩X , |ξ⟩Y 和 |ζ⟩Z 都是未知的单
比特量子态。在这六个比特中，A和 X 属于 Alice，B 和 Y 属于 Bob，C 和 Z 属于 Charlie。
据此，可以把全系统的 Hilbert空间写成以下形式：

H = HA ⊗HB ⊗HC ⊗HX ⊗HY ⊗HZ (88)
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很显然，三人在初态(87)中的角色是完全对称的，可以任意指定两个作发送方，而另一个为接
受方。于是，可进一步将上式写成

HSender 1 ⊗HSender 2 ⊗HReceiver ⊗HUnknown State (89)

我们不妨选 Alice和 Bob为发送方，Charlie为接受方，U1和 U2 属于(11)所定义的类型, 分别
记为 U(d1, u)和 U(d2, v)。我们将初态(87)写为∣∣Θini⟩ = |GHZ⟩ABC |ζ⟩Z , (90)

其中，未知态为

|ζ⟩ = z0 |0⟩Z + z1 |1⟩Z (91)

联合 RIO协议的量子线路见图3，全过程可分为七步：

一. Charlie执行一个受控非门操作，他用自己拥有的那个未知态作为控制量子比特，而第一
比特即联合 GHZ态中的第三部分作为目标比特；然后以 |c⟩⟨c| (c = 0, 1)为基测量他的

第一个比特，即

PC(c) = I4 ⊗
{[

(|c⟩C⟨c|)⊗ σ
Z
0

][
σC0 ⊗ CNOT(2, 1)

]}
, (92)

其中 CNOT定义为

CNOT(2, 1) = σ0 ⊗ (|0⟩⟨0|) + σ1 ⊗ (|1⟩⟨1|) (93)

二. Charlie发送经典信息 c给 Alice和 Bob。

三. Alice依次执行四个操作：σc，U(d1, u)，Hadamard变换和测量 |a⟩A⟨a| (a = 0, 1)，即

SA(a, c; d1, u) =
[
(|a⟩A⟨a|)H

AU(d1, u)σ
A
c

]
⊗ I8 (94)

四. Alice发送 d1给 Bob，发送 a, d1给 Charlie。

五. Bob依次执行四个操作：σd1σc，U(d2, v)，Hadamard 变换和测量 |b⟩B⟨b| (b = 0, 1)，即

SB(b, c; d1, d2, v) = σ0 ⊗
[
(|b⟩B⟨b|)H

BU(d2, v)(σ
B
d1σ

B
c )
]
⊗ I4 (95)

六. Bob发送经典信息 b, d2给 Charlie。

七. Charlie通过以下操作来得到状态 U2(d2, v)U1(d1, u) |ζ⟩Z：

RC(a, b; d1, d2) = I4 ⊗ σC0 ⊗ [r(b)σd2r(a)σd1 ], (96)

其中 r(z)定义为

r(z) = (1− z)σ0 + zσ3 (97)

在该协议中，Alice，Bob和 Charlie所执行的全部量子操作可以写为

IR(a, b, c; d1, d2, u, v) =
[
|a⟩A⟨a|H

AU(d1, u)σ
A
c

]
⊗
[
|b⟩B⟨b|H

BU(d2, v)σd1σ
A
c

]
⊗
{[
|c⟩⟨c| ⊗ r(b)σd2r(a)σd1

]
CNOT(2, 1)

} (98)
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σc σd1 U2 H

b σd1 ra σd2 rb
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U2U1 |ζ⟩

c
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|c⟩⟨c|

d1

d1

|a⟩⟨a|

a d2

|b⟩⟨b|

b

~ww
|GHZ⟩ww�
⇓
|ζ⟩

图 3. 联合 RIO协议的量子线路，Alice和 Bob为发送方，Charlie 为接收方，要远程实现的操作为
U(d1, d2) = U2(d2)U1(d1)。

系统最终的量子态为∣∣Θfin⟩ = IR(a, b, c; d1, d2, u, v) ∣∣Θini⟩ = 1

2
√
2
|abc⟩ABC ⊗ U(d2, v)U(d1, u) |ζ⟩Z (99)

下面我们要给简要证明，具体参见文献[8]。

� 由(91)和(78)易知，在第一步操作完成后，给出∣∣ΘP
⟩
= PC(c)

∣∣Θini⟩
= I4 ⊗

{[
(|c⟩C⟨c|)⊗ σ

Z
0

][
σC0 ⊗ CNOT(2, 1)

]}
|GHZ⟩ABC |ζ⟩Z

=
1√
2
(σc ⊗ σc ⊗ I4)

1∑
k=0

zk |kkck⟩ABCZ

(100)

下面一步是 Alice完成的：∣∣ΘS
1

⟩
= SA(a, c, d1, u)

∣∣ΘP
⟩

=
{[

(|a⟩A⟨a|)H
AU(d1, u)σ

A
c

]
⊗ I8

}{ 1√
2
(σc ⊗ σc ⊗ I4)

1∑
k=0

zk |kkck⟩ABCZ

}
=

1√
2

1∑
k=0

zk
[
|a⟩A⟨a|HU(d1, u) |k⟩A

]
(σc |k⟩B) |ck⟩CZ

(101)

下面一步是 Bob完成的：∣∣ΘS
2

⟩
= SB(b, c, d2, v)

∣∣ΘS
1

⟩
=
{
σ0 ⊗

[
(|b⟩B⟨b|)H

BU(d2, v)(σ
B
d1σ

B
c )
]
⊗ I4

} ∣∣ΘS
1

⟩
=

1√
2

1∑
k=0

zk
[
⟨a|HU(d1, u) |k⟩A ⟨b|HU(d2, v)σd1 |k⟩B

]
|abck⟩ABCZ

(102)

结合(11)和(97)，我们有∣∣Θfin⟩ = RC(a, b; d1, d2)
∣∣ΘS

2

⟩
=
{
I4 ⊗ σC0 ⊗ [r(b)σd2r(a)σd1 ]

} ∣∣ΘS
2

⟩
=

1√
2

1∑
k=0

zk
[
⟨a|HU(d1, u) |k⟩ ⟨b|HU(d2, v)σd1 |k⟩

]
|abc⟩ABC

[
r(b)σd2r(a)σd1 |k⟩Z

]
=

1√
2

1∑
j=0

1∑
k=0

1∑
l=0

ujyk
[
⟨a|H |j⟩⟨j|σd1 |k⟩ ⟨b|HU(d2, v)σd1 |k⟩

]
|abc⟩ABC

[
r(b)σd2(−1)al |l⟩Z⟨l|σd1 |k⟩

]
(103)
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再由于以下两个关系式

⟨j|σd |k⟩ ⟨l|σd |k⟩ = ⟨j|σd |k⟩ δjl, ⟨a|H |j⟩ (−1)aj = 1√
2

(104)

最终，我们可以得到

∣∣Θfin⟩ = 1

2
|abc⟩ABC

[ 1∑
j=0

1∑
k=0

ujyk ⟨b|HU(d2, v)σd1 |k⟩ ⟨j|σd1 |k⟩
]
r(b)σd2 |j⟩Y

=
1√
2
|abc⟩ABC

[ 1∑
i=0

1∑
j=0

1∑
k=0

viujyk ⟨i|σd2 |j⟩⟨j|σd1 |k⟩
]
|i⟩Y

=
1√
2
|abc⟩ABC

[
U(d2, v)U(d1, u) |ξ⟩Y

]
(105)

5.2 控制RIO协议

由于 GHZ态比 Bell态的纠缠度更高，那么使用 GHZ态来实现远程操作应该能够体现出
更多的优越性。事实上正是如此，在控制 RIO协议中，控制者可以同时扮演启动和认证两种
角色。这对于量子信息的处理和通信具有十分重要的意义，具体的讨论仍参见[8]。我们仍只限
于研究 N = 1的情形。

当选定控制者之后，系统的状态空间可以改写为

HController ⊗HSender ⊗HReceiver ⊗HUnknown State (106)

我们不妨设 Alice为发送方，Bob为接收方，Charlie为控制方，初态简化为∣∣Θini⟩ = F−14 (1, 3) |GHZ⟩CAB |ξ⟩Y (107)

对应的控制 RIO协议的量子线路见图4，全过程可分为七步：

一. 控制者 Charlie实施以下操作

C(γ) = (|γ⟩⟨γ|H)⊗ I8 (108)

二. Charlie传递一个经典比特 γ 给发送方 Alice或接受方 Bob，分别用 Ccs(γ)和 Ccr(γ)来

表示。

三. 这一步由 Bob来完成，要分两种情况：
①如果 Bob没有收到 Charlie的经典比特，那么他将执行以下操作

P(β) = I4 ⊗
[
(|β⟩⟨β|)⊗ σ0

]
CNOT(2, 1) (109)

②如果 Bob收到了经典比特 γ，根据收到的时间又要分三种不同情况来处理：

(a)当 Bob在完成该步操作前得到 γ 时，需要在(109)之前追加下面的操作

Ppre(γ) = I4 ⊗ r(γ)⊗ σ0 (110)

(b)当 γ 发送给 Bob是在(109)之后而在第七步的恢复操作(115)之前，Bob要改做下面的
这个操作

Paft(γ) = I4 ⊗ r(γ)⊗ r(γ) (111)

(c)当 γ 是在(115)完成之后才发给 Bob的，那么他需要做以下操作

Raft(γ) = (−1)γdI4 ⊗ r(γ)⊗ r(γ) (112)
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四. Bob发送经典信息 β 给 Alice，记为 Crs(β)。

五. 这一步由 Alice来完成，要分两种情况：
①如果 Alice没有收到 Charlie的经典比特，那么他将执行以下操作

S(α, β; d, u) =
[
σ0 ⊗ (|α⟩⟨α|)HU(d, u)σβ ⊗ I4 (113)

②如果 Bob收到了 γ，需要在(113)之前追加下面的操作

Sadd(γ) = σ0 ⊗ r(γ)⊗ I4 (114)

六. Alice发送两个经典比特 α和 d给 Bob，记为 Csr(α; d)。

七. Bob通过以下操作来完成最后一步

R(α; d) = I8 ⊗ [r(α)σd] (115)

在该协议中，Alice，Bob和 Charlie所执行的全部量子操作可以写为

IR(a, b, c; d) = F−14 (1, 3)
[
(|c⟩C⟨c|)H

C ⊗ |a⟩A⟨a|H
AU(d, u)σAb r(c)⊗ σ0 ⊗ r(a)CNOT]F4(1, 3)

(116)
系统最终的量子态为∣∣Θfin⟩ = IR(a, b, c; d) ∣∣Θini⟩ = 1

2
√
2
|abc⟩ABC ⊗ U(d, u) |ξ⟩Y (117)

rc σb Ud H

H

b σd ra

A

B

C

Y

|a⟩

|b⟩

|c⟩

Ud |ξ⟩

c

|c⟩⟨c|

|a⟩⟨a|

d

|b⟩⟨b|

b

a

~ww
|GHZ⟩ww�
⇓
|ξ⟩

图 4. 控制 RIO协议的量子线路，Alice为发送方，Bob为接收方，Charlie为控制方，要远程实现的操
作为 U(d)。

下面我们给出简要证明，具体参见文献[8]。

� 当 Charlie完成第一步操作后，给出∣∣ΘC
⟩
= F−14 (1, 3)C(c)F4(1, 3)

∣∣Θini⟩
=

1

2
F−14 (1, 3)

[
σ0 ⊗ r(c)⊗ I4

][
|c⟩C ⊗ (|00⟩+ |11⟩)AB ⊗ |ξ⟩Y

=
1

2
F−14 (1, 3)

[
I4 ⊗ r(c)⊗ σ0

][
|c⟩C ⊗ (|00⟩+ |11⟩)AB ⊗ |ξ⟩Y

] (118)

对第一种情况，Charlie把她的经典比特 c传给 Alice，则有∣∣ΘP
⟩
= F−14 (1, 3)P(b)F4(1, 3)

∣∣ΘC
⟩

=
1

2

{
F−14 (2, 4)

[
r(c)σb ⊗ I8

]}[
(y0 |00⟩+ y1 |11⟩)AY ⊗ |bc⟩BC

] (119)
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∣∣ΘS
⟩
= F−14 (1, 3)Sall(a, b, c, d)Sadd(c)F4(1, 3)

∣∣ΘP
⟩

=
1

2
F−14 (2, 4)

[( 1∑
k

yk ⟨a|HU(d, u) |k⟩ |a⟩A |k⟩Y
)
⊗ |bc⟩BC

] (120)

对第二种情况，Charlie把 c传给 Bob，仍给出与(120)相同的结果。在 Bob的恢复操作(115)完
成后，我们有∣∣Θfin⟩ = F−14 (1, 3)R(a, d)F4(1, 3)

∣∣ΘS
⟩

=
1

2
√
2
|a⟩A ⊗ F

−1
3 (1, 3)

[( 1∑
j=0

1∑
k=0

ujyk ⟨j|σd |k⟩ |j⟩Y
)
⊗ |bc⟩BC

]
=

1

2
√
2
|abc⟩ABC ⊗ U(d, u) |ξ⟩Y

(121)

6 梳理纠缠

下面，我们介绍有关多向纠缠操作的内容，主要讨论梳理纠缠。这是关于纠缠变换的新思

路，相关评论可以参考[2]。可以预见，这项技术对于量子态的远程控制乃至量子网络的建立也
有着重要意义。

所谓“梳理”，就是将多粒子之间存在的混乱纠缠转变成 ebits。在 Yang和 Eisert的论
文[9] 中，协议是在特殊的一方 Alice和多个 Bob之间进行的。初态设为 |ϕ⟩A,B1,...,Bm

，这可

以是一个具有很复杂纠缠结构的纯态。通过梳理(即局域操作和经典通信)，末态最终变为
|ϕ1⟩A1,B1

⊗ · · · ⊗ |ϕm⟩Am,Bm
，见图5所示。纠缠梳理的基础，是两个关于纠缠变换的最新进展：

量子态合并[4] 和辅助纠缠[6]。

B1

B2
B3

Bm

A

B1

B2
B3

Bm

A

图 5. 在 LOCC操作下，很混乱的多粒子纠缠被梳理成 ebits。

需要着重指出，这种梳理是在渐近意义下实现的。首先，我们引入记号: 如果存在一个序列
{in}, 使得我们在 LOCC下能得到 limn→∞ ∥ |ϕ⟩⊗in −|ϕn⟩ ∥ = 0，并且 lim supn→∞ in/n = r/s，

那么我们就记为 |ϕ⟩⊗s → |ϕ⟩⊗r。于是，纠缠梳理的过程应该严格表叙为：存在一种协议，使得
|ϕ⟩A,B1,...,Bm

→ |ϕ1⟩A1,B1
⊗ · · · ⊗ |ϕm⟩Am,Bm

，并且保持 A和 B1, . . . , Bm之间的纠缠度不变，

即
∑

k Ek =
∑

k S(ρAk
) = S(A)。具体的论证参见[9]，由于作者尚未完全理解，在此略去。
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authorization 认证, 17

bit 比特
c-bit 经典比特, 3, 6, 11
e-bit 纠缠比特, 3, 6
qubit 量子比特, 3, 8, 10
target qubit 目标比特, 11, 15

gate 逻辑门, 2
controlled-not gate 受控非门, 2
fanin 扇入, 2
fanout 扇出, 2
Hadamard gate, 2
Pauli-X gate, 2
Pauli-Y gate, 2
Pauli-Z gate, 2
phase shift gate 相位门, 2
swap gate 交换门, 2

mapping table 映射表, 7
multipartite entanglement 多向纠缠, 19

entanglement combing 纠缠梳理, 19
entanglement of assistance 辅助纠缠, 19
random distillation 随机蒸馏, 19
state merging 量子态合并, 19

non-cloning theorem 不可克隆定理, 2

protocol 协议
combined RIO protocol 联合 RIO 协议,

14, 16
controlled RIO protocol 控制 RIO 协议,

17, 18
HPV protocol, 4, 7, 10

quantum circuit 量子线路, 2, 4, 6, 16, 18
quantum entanglement 量子纠缠

bidirectional quantum state teleportation
双向量子隐形传态, 6

dense coding 超密编码, 3
teleportation 隐形传态, 3, 4

quantum states 量子态
Bell states, 3, 17

GHZ states, 3, 14, 17

remote control of states 量子态的远程控制, 2
remote implementation of operation (RIO)量

子操作的远程实现, 2
restricted sets 特定集合, 5, 7

startup 启动, 17
swapping transformation, 8
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